Concursul interjudetean de matematica ” Alexandru Papiu
Ilarian”

Editia a XIII-a, Targu-Mureg, 2008

Clasa a IX-a

1. Fie ABC un triunghi dreptunghic cu lungimile laturilor numere naturale (triunghi
pitagoric).

Sa se arate ca:
a) Raza cercului inscris in triunghi este un numar natural.

b) Aria triunghiului este un numar natural divizibil cu 6.
2. Fie x,y numere naturale.
a) Sa se arate ca numerele 22 + 2y si ¥2 + 2x nu sunt ambele patrate perfecte.
b) Sa se determine perechile (z,y) pentru care numerele 3 +3y% 43z +1 si y3 +322+ 3y +1
sunt ambele cuburi perfecte.

3. Fie Ay, By, trei puncte pe laturile BC, CA, AB ale triunghiului ABC. Notam
cu As, Bs, C5 centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor AB,Cy, BC1 A si CA1By. Sa
se arate ca triunghiurile ABC gi A2B2C5 sunt asemenea.

4. Determinati cel mai mare numar de numere naturale din multimea M =
{1,2,...,2008} cu proprietatea ca suma oricaror doua numere alese se divide cu 10.



Problema 1 Clasa a IX-a

Fie ABC un triunghi dreptunghic cu laturile de lungimi numere naturale (triunghi
Pitagoric).

Sa se arate ca:

a) Raza cercului inscris in triunghi este numar natural.

b) Aria triunghiului este un numéar natural divizibil cu 6.

Maria Pop

Solutie. a) Fie I centrul cercului inscris in triunghi si descompunem triunghiul in

ariile IAB, IBC, IC A. Se obtine relatia

a-r+b-r+c-r 28
S = sau r=——"-—.
2 at+b+c

Daci a? = b2 + ¢? atunci existd m, n € N astfel ca:

a=m?+n% b=m?>-n? c¢=2mn, m>n

si atunci
be 2mn(m? —n?)  mn(m —n)(m+n)
- - - = n(m—n) € N.
a+b+c 2m? + 2mn m(m +n) n(m—n) €
be 9 9
b) S =— =mn(m* —n°) =mn(m —n)(m+n)

2

Daca m sau n sunt pare atunci S:2.

Daca m si n sunt impare, atunci m — n si m + n sunt pare deci S:2.

Dac# m sau n sunt divizibile cu 3 atunci S:3.

Dacim=mn=1saum =n =2 (mod 3) atunci (m —n):3 = S:3.
Dacim=1sin=2saum=2sin=1 (mod 3) atunci (m +n):3 = S:3.

In concluzie in toate cazurile S:2 si 9:3 = S:6.



Problema 2 Clasa a IX-a

Fie x,y numere naturale nenule.

a) Sa se arate ca numerele 22 + 2y si 2 + 2z nu sunt ambele patrate perfecte.

b) S se determine perechile (z, y) pentru care numerele 23 + 3y? + 3z + 1 si y3 + 322 +
3y + 1 sunt ambele cuburi perfecte.

Maria Pop

Solutie. a) 22 + 2y > 22. Cel mai mic patrat perfect mai mare ca 22 este (x + 1)? din
224+ 2y>(z+1)2 & 2y>2x+1 = y >z Analog obtinem x > y, contradictie, deci
ipoteza ca ambele ar fi patrate perfecte este falsa.

b) 22 +3y2 +3z+1> (z+1)° < 3y? > 322 & y? > 22 si analog 22 > y? deci
x = y si singurele perechi sunt (z,z), v € N*.



Problema 3 Clasa a IX-a

Pe laturile AB, AC, BC ale triunghiului ascutitunghic ABC' se considerd punctele B’,
C' gi Ay astfel ca triunghiul B’A;C’ sa fie dreptunghic isoscel si ipotenuza B'C’ sa fie
paralela cu BC'. Analog se definesc punctele By € AC si C7 € AB. Sa se arate ca dreptele
AA;, BBy, CCy sunt concurente.

Vasile Pop
Solutie.
A
B’ C’
B A, C
A

Construim pe latura BC' triunghiul dreptunghic isoscel BA>C', cu BC ipotenuza si
notdm cu A; = AAy; N BC. Din A; ducem A1C’||A2C cu C' € AC si A1B'||A2B cu
B’ € AB. Triunghiul B’A;C" este dreptunghic si isoscel, deci punctele B’, A1, C’ sunt cele
definite in probleméa. Evaluam raportul

s ™

BA;  A(ABA)) AB - BAj3 - sin (B + Z> - AB -sin (B + Z)

MC T AUCA) — qe.cayesin(C+ ) Acsin(C+ )

Analog deducem:

CB, BC - sin (C’—I—%) CAC CA -sin <A+%)
BiA - BA'SiH(A—i-%) i 1B - C’B-sin(B—&—%)

Avem:

BA, CB; ACI_l
AC BiA 1B

si conform teoremei lui Ceva, dreptele AA1, BBy si CC7 sunt concurente.



Problema 4 Clasa a IX-a

Determinati cel mai mare numar de numere naturale pe care le putem alege din
multimea M = {1,2,3,...,2008} astfel ca suma oricaror doua numere alese sa se divida
cu 10.

Maria Pop

Solutie. S& notam cu A multimea aleasad si fixdm un element n; € A. Pentru alte
dous elemente no € A si ng € A avem: (ny + n2):10 si (n1 + n3):10, deci no si n3 au

aceeasi ultima cifrd. Apoi (ng +n1):10, (ng +n3):10 deci n1 si n3 au aceeasi ultima cifra.
In concluzie toate numerele din A au aceeasi ultima cifra, fie ea ¢ € {0,1,...,9}. Din
(n1 +n2):10 rezultd (¢ + ¢):10 deci ¢ este 0 sau 5. In M avem 200 de numere ce au ultima

cifrd 0 i 201 numere care au ultima cifra 5. Numarul cautat este 201 (iar multimea care
realizeaza maximul este {5,15,25,35,...,2005}.
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Concursul interjudetean de matematica ” Alexandru Papiu

Ilarian”
Editia a XIII-a, Targu-Mureg, 2008
Clasa a X-a

1. Sa se determine functiile f : R — R care verifica ecuatia functionala:

f(z® +y) = f(z) + f(y*), pentru orice z € R si y € R.

2. Sa se arate ca daca a,b,c € [0,1] atunci:

a b c

boc<
1+b~c+1+c-a+1+a-b+a €=

DO Ot

3. Pe laturile AB, AC si BC ale triunghiului ascutitunghic ABC se considera punctele
M, N gi A; astfel ca triunghiul M A, C sa fie dreptunghic, isoscel cu ipotenuza M N paralela
cu BC. Analog se definesc punctele B; pe AC i Cy pe AB.

Sa se arate ca dreptele AA;, BB1, C'C| sunt concurente.

4. Fie (d) o dreapta si M C (d) o multime nevida de puncte care admite doua puncte
de simetrie: A, B € (d).

a) Sa se arate ca multimea M este infinita.

b) Sa se arate ca existd o diviziune echidistantd a dreptei (d) pentru care fiecare nod
este un punct de simetrie pentru multimea M.

11



Problema 1 Clasa a X-a

Sa se determine functiile f : R — R care verifica ecuatia functionala

f@®+y)=f@)+ f(4°), Ve eR, VyeR.

Maria Pop

Solutie. Pentru z = y = 0 rezulta f(0) = 0.
Pentru y = 0 rezulta f(23) = f(z), V x € R.
Din ecuatia f(z3 +vy) = f(2®) + f(y) & flu+v)= f(u)+ f(v),Vu,v €R

{ fx+y)=f@)+fy), Yo,y eRr
f(@3) = f(x), Vz eR.

Se obtine f(nx) =nf(z),V x
f(22)°) = f(22) & f(82°) = f(22) & 8f(2°) =2f(z) &

8f(x) =2f(x) & 6f(x)=0 & f(x)=0,Vx
deci f = 0.
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Problema 2 Clasa a X-a

S& se arate ca daca a, b, c € [0, 1] atunci:

a n b n c fa-b <5
a. .C —
1+4b-¢c 14c-a 1+a-b -2
Vasile Pop
Solutie.
a a a+b+c
EEE—— —
Zqub-c_Z:qua-b-c l1+a-b-c
b 5
Avemdearétatcéw—i-a'b‘cgf.
at+a-b-c 2
a+b+c a+b+c+a-b-c(l+a-b-¢c) a+b+c+2a-b-c
Avem:(—— +a-b-c= <
l1+a-b-c l1+a-b-c l1+a-b-c
b 2a-b- 5 1
Vomarétacéa+ tetza C§f<:>28+4p§5+5p<:>23—p§5<:>s—7
l1+a-b-c 2 2

1 1 1 1
Dar:s—ip:a—kb—{—c—?abc:a—l—b—l—c(l—iab)§a+b+1—§ab:
)

+ (1 L J+1<a+1 L +1—2+1 <
a 2a <a 2a = 2(1_2.
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Problema 3 Clasa a X-a

Fie Ay, By, Cy trei puncte pe laturile BC, CA, AB ale triunghiului ABC'. Notam cu
Ao, By, Cs centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor AB1Cy, BC1 Ay si CA1By. Sa se
arate ca triunghiurile ABC si A;BoC5 sunt asemenea.

Vasile Pop

Solutie.

Fie X intersectia cercurilor cu centrele By si Co, (X # Aj)
= O1XA; = 180° — B,

BiXA, =190° —C = C1XB; = 360° — (180° — B;) — (180° — C)
=B+C=190-4 = X
este pe cercul circumscris triunghiului ACy B; (cele trei cercuri sunt concurente).
Fie A’ = XAy N ByCs ¢i B',C" analoagele = X A; L BsCy (coarda comuna L linia
centrelor) = patrulaterele Bo A’ XC’, A’CoB’'X, B'A3C'X inscriptibile =
C'A3B' = 180° — C1X By = 180° — (180° — A) = A

(din ACy X Bj inscriptibil) = analog B\Q = B\, 6'\2 =C.
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Problema 4 Clasa a X-a

Fie (d) o dreapta si M C (d) o multime nevida de puncte care admite doua puncte de
simetrie: A, B € (d).

a) Sa se arate ca multimea M este infinita.

b) Sa se arate ca exista o diviziune echidistanta a dreptei (d) pentru care fiecare nod
este un punct de simetrie pentru multimea M.

Vasile Pop

Solutie. Alegem pe (d) o unitate de masura gi un sens ((d) = R) si fie A(a), B(b)
punctele de simetrie.

Pentru orice punct arbitrar X = X; € M simetricul lui fata de A este C(x2) cu
o+ x1 =20 = x93 =2a—x1 € M. Simetricul lui C fata de B este D(x3) cu x3 + xo =
2b = x3=2b—2a+1x1 € M.

Simetricul lui D fata de A este E(x4) cu 24+ 23 = 2a = x4 =2a—2b+2a—x1 € M.
Observam ca x1 + x4 = 2(2a — b), deci punctele z; si x4 sunt simetrice fata de punctul
A’(2a — b). Deoarece x1 € M a fost ales arbitrar rezulta ca punctul A’ este si el punct de
simetrie pentru multimea M. Putem presupune a > b (daca nu schimbam notatiile) si din
cele spuse mai sus retinem:

a) Daca 1 € M atunci 3 = 2(b—a) +x1 € M si 3 < x;. Apoi z3 € M =
x5 =2(b—a)+x3=4(b—a)+z1 € M si x5 < x3. Analog obtinem un sir (descrescator)
de puncte distincte din M.

b) Punctul A’(2a — b) este si el punct de simetrie gi observam ca A’ este simetricul lui
B fata de A (b+ 2a — b = 2a). Am obtinut ca simetricul lui A fatad de B gi simetricul lui
B fata de A sunt si ele puncte de simetrie.

B A B A

Analog simetricul lui B fata de A’ si simetricul lui A fata de B’ sunt puncte de simetrie.

Astfel generam o diviziune echidistanta a dreptei (d) formata din puncte de simetrie pentru
M.
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Concursul interjudetean de matematica ” Alexandru Papiu

Ilarian”
Editia a XIII-a, Targu-Mureg, 2008
Clasa a XI-a

1. a) Sa se arate ca daca girul (z,,)nen verifica relatia de recurenta

Tpyl = —Tp +6xp_1, V2> 1,
atunci exista A, B € R astfel ca

Tp,=A-2"+B-(-3)", VneN.

b) Sa se determine functiile f : (0,00) — (0,00) care verifica relatia
f(f(z) —z) =6z, ¥z e (0,00).

2. Pentru a > 0 definim sirul (z,,),>1 prin relatia de recurenta:

Tnt1 :a—l—axl-xg-...~mn_1+(:c1-a:2'...-xn+1)2, Vn>2,

cuxy=1sgize=1+a.
a) Sa se arate ca sirul verifica relatiile de recurenta P, si Qp:

P,: xpn=a+x1-29...-Tp_1, VN =>2

Q. : xn+1:x%—axn+a, Vn>.

b) Sa se arate ca
Z— <ala+1), Vn>2.
el

3. Fie n un numir natural nenul si @ > 1 un numar real cu proprietatea a® ¢ N pentru
orice k € N* i notam m = [a"]. S& se arate ca:

n

Z[ak] + Z[loga k]l =m-n.

k=1 k=1

4. Doud din cele (2n + 1)? patrate ale unui foi de dimensiuni (2n + 1) x (2n + 1) se
coloreaza cu rogu, celelalte raman albe. Cate colorari distincte se pot face daca colorarile
ce devin identice prin rotatii ale foii se numara o singura data?

16



Problema 1 Clasa a X-a

a) Sa se arate ca daca girul (z,)nen verifica relatia de recurenta
Tpyl = —Tp +06xp_1, V2> 1,
atunci exista A, B € R astfel ca
T, =A-2"+B-(-3)", VnelN
b) Sa se determine functiile f : (0,00) — (0, 00) care verifica relatia
f(f(x) —z) =6z, Ve (0,00).
Vasile Pop

Solutie. a) Pentru n = 0 i n = 1 obtinem

A:a:1—|—3x0’ B:2x0—x1
5 5
si apoi prin inductie demonstram propozitia
3 2x9 —
P(n): ay = L 7; g4 S ()

folosind P(n —1) A P(n) = P(n+1).
b) Pentru existenta expresiei f(f(z) — z), f : (0,00), rezulta f(z) > x. Fie g(x) =
f(z) —z:(0,00) — (0,00). Avem f(z) = x + g(x) si relatia devine:

(*) 9(9(z)) + g(x) = 6z, ¥V € (0,00).

Consideram sirul (zy,), cu 29 = x € (0,00) si zp41 = g(zp). Din (%) rezulta ca sirul
(2 )n verifica recurenta de la punctul a), deci exista A(z) si B(z) astfel ca

Ty =A(x) 2"+ B(z)(=3)", VneN, ¥z € (0,00).
Din ¢"(z) = A(x) - 2" + B(x)(—3)" > 0, V n € N rezulta B(z) =0,V = € (0,00) si
atunci ¢"(x) = A(x) - 2", Vn e N,V z € (0,00).
Pentru n = 0 rezultd = A(x) si pentru n = 1 rezulta
g(x) = 2A(x) =2z, V x € (0,00).

In concluzie singura functie care verifica conditia de la b) este functia

f(z) =3z, ¥V z € (0,00).

17



Problema 2 Clasa a XI-a

Pentru a > 0 definim sirul (z,),>1 prin relatia de recurenta:
2
Tpy1 =a+ax1 - To ... Tpo1+(T1 22 ... Tp1), V0 >2,

cuxy=1gizea=1+a.
a) Sa se arate ca sirul verifica relatiile de recurenta P, si Qp:

P,: zp,=a+x1 29 ... Tp_1, VN >2

Q. : xn+1:m%—amn+a, Vn>.

Sasearateca2—<a(a+1) Vn>2.
L
k=1

Solutie. Inductie.

P: ax9=a4+z1 & l4+a=1+4a

Poi1: xpyi=a+x1-x2-...-Tp_1(a+x1-22 ... - Tp_1)
P
Z2a4+T1-To ... Tp_1Tp.
DinP, = z1-29-...-Tpn_1 =2, —a sidin
2
Poy1: xpy1 =a+ (xy —a)r, =z, —azxy, + a.
. 1 1
b) Din Q@ : zpt1—a=(z,—a)zr, & = &
Tn(Tp —a)  Tpi1 —a
1 1 a a” antl a”
- - = = <:> J— = —
Tp—a Tp  Tpyl —a Tp— a0 Tppl— G Ty
Prin adunarea relatiilor pentru n = 2,3, ..., n rezulta
n n
a® a 5 a”Jrl ak
= E <~ a = — =
T2 —a l'nJrl —a xk ITn+1 —a o Tk
n
) an+1 ak:
a“+a— — = —
T —a x
n+1 =1 k

Din P, prin inductie rezulta x,, > 1, V n > 2 si apoi din
Tyl — Ty = X1 -T2+ oo Tp—1(Tp — 1)
rezulta ca sirul este crescator si atunci z,41 —a > x93 —a =1 > 0 deci

nok
a
a’ +a > —
Ty

k=1

18
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Problema 3 Clasa a X-a

Fie n € N* un numér natural si @ > 1, un numir real cu proprietatea a* ¢ N pentru
orice k € N* i notam m = [a"]. S& se arate ca:

n

m
Z + Z log, k] = m - n.
k=1

k=1

Vasile Pop

Solutie. Functia f : (0,n] — (0,a™ — 1], f(z) = a® — 1 este bijectiva (crescatoare).

O a”

Numarul punctelor laticiale din dreptunghiul (0,n] x (0,a™ — 1] este
nla" — 1] =n([a"] —1) =nm —n = N.

Din conditia af ¢ N*, k € N* rezulti ci pe graficul functiei nu exista puncte laticiale.
Numarul punctelor laticiale din D, situate pe dreapta x = k este

[a* — 1] = [a"] - 1.

Numarul punctelor laticiale din Dy situate pe dreapta y = p este [log,(p+1)] (a*—1 =
y = z=log,(y+1)).
Numarul punctelor laticiale din D; este

n n

M= (] = 1) = Y[t -

k=1 k=1

Numarul punctelor laticiale din Dy este

m—1 m m
Ny =Y [log,(p+1)] =D [log, k] = > [log, k]
p=1 k=2 k=1

Din N = Nj 4+ N, rezulta relatia ceruta.
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Problema 4 Clasa a XI-a

Doui din cele (2n + 1)? patrate ale unui foi de dimensiuni (2n + 1) x (2n + 1) se
coloreaza cu rogu, celelalte raman albe. Cate colorari distincte se pot face daca colorarile
ce devin identice prin rotatii ale foii se numara o singura data?

Vasile Pop

2
(2n+1

patrate rosii din cele (2n 4 1)? patrate). O colorare in care patratele rosii sunt diametral
opuse fata de patratul din mijloc se numara de doua ori (dupa o rotatie cu 180° colorarea
este aceeasi). Celelalte colorari se numara de cate patru ori (dupa rotatiile de 90°, 180°,
270°). Numarul colorarilor simetrice este

Solutie. Pentru o coala fixata avem C )2 moduri de colorare (alegerea a doua

(2n+1)2 -1

5 =2(n*+n).

Obtinem numarul cautat:

2(n? +n) N 0(22n+1)2 —2(n* +n)
2 4

N = = (n? +n)(2n* +2n +1).

20



Concursul interjudetean de matematica ” Alexandru Papiu

Ilarian”
Editia a XIII-a, Targu-Mureg, 2008
Clasa a XII-a

1. Fie A = [a;j];_17, o matrice cu elementele numere pozitive. Numim ”transformare”
j=1ln
inlocuirea tuturor elementelor de pe o linie sau de pe o coloana cu inversele lor.

Sa se arate cd putem efectua o succesiune de ”transformari” care modificad matricea A
in matricea B cu proprietatea ca produsul tuturor elementelor de pe fiecare linie si de pe
fiecare coloana este cel putin 1.

2. Fie A € M,,(C) o matrice cu proprietatea

S(A) = S(A%) = - = S(A") = 0,

unde S(AF) este suma tuturor elementelor matricei A*, k = T, n.
Sa se arate ca:
a) Determinantul matricei A este egal cu zero.
b) S(A*) = 0, pentru orice k € N*.
c¢) Sa se dea exemplu de matrice nenula A cu proprietatea din enunt,.
3. Pentru a > 0 definim sirul (z,),>1 prin relatia de recurenta:

2
Tpt1 =a+ax1 -T2 ... o1 +(x1 22+ ... 2p1)7, V0 > 2,

cuxy=1,20=1+a.
a) Sa se arate ca T,41 = 22 — ax, +a, ¥V n > 2.

b) Sa se arate ca
n k

a
lim — =ala+1).
nwzxk (a+1)
k=1
4. Fie a € (0,1) un numar real si a = 0,a1 - G2...ap ..., CU A1,02,...,0Gp, - €
{0,1,...,9} reprezentarea sa zecimala.

a) Sa se arate ca pentru orice € (0,1) exista si este finita limita:

lim (a2 + asx® + -+ anz™).
n—oo

b) Daca notam f,(z) = lim (a1z+ax®+---+a,2"), x € (0,1), si se arate ci functia
n—oo
fa 1 (0,1) — R este functie rationalda daca si numai daca numarul a este numar rational.

P(z)
Oy 1 @€ ZIX]).

(Functia f, este rationald daca f,(z) =
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Problema 1 Clasa a XII-a

Fie A = [aij]z':Lm
Jj=1n
inlocuirea tuturor elementelor de pe o linie sau de pe o coloana cu inversele lor.
Sa se arate cd putem efectua o succesiune de ”transformari” care modificd matricea A
in matricea B cu proprietatea ca produsul tuturor elementelor de pe fiecare linie si de pe
fiecare coloand este cel putin 1.

o matrice cu elementele numere pozitive. Numim ”transformare”

Vasile Pop

Solutie. Daca C' este o matrice obtinuta prin transformari din A atunci ¢;; = a;; sau

¢ij = —, deci numarul matricelor ce pot fi obtinute din A este finit (maxim 2™"). Fie
Qg
B matricea pentru care produsul tuturor elementelor este maxim (dintre toate matricele

obtinute prin transforméri succesive din A). Aratam ca B are proprietatea ceruta. Daca
de exemplu, prin absurd ar exista o linie sau coloana cu produsul elementelor mai mic ca
1, facem In ea transformarea care inverseaza elementele acestei linii sau coloane gi obtinem
o matrice By in care produsul elementelor este strict mai mare (contradictie cu alegerea
matricei B).
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Problema 2 Clasa a XII-a

Fie A € M,,(C) o matrice cu proprietatea

S(A) = 5(A%) = - = §(4") =0,

unde S(AF) este suma tuturor elementelor matricei A*, k = 1, n.
Sa se arate ca:
a) Determinantul matricei A este egal cu zero.
b) S(A¥) = 0, pentru orice k € N*,
c) Sa se dea exemplu de matrice nenula A cu proprietatea din enunt,.

Vasile Pop
Solutie. Din teorema Cayley-Hamilton scriem relatia
(1) A" — o AV 4 g AT (1) oy A+ (—1)"det A T, = 0
a) Aplicam in (2) functia S si obtinem
S(A™) — o1 S(A )+ 4+ (=1)" Lo, 1S(A) + (—1)"det A-n =0
si din ipoteza rezulta det A=0.
b) Inmultim in (1) cu A si apoi aplicim S, obtinem S(A"*1) = 0.

Inmultim in (1) cu A2 i apoi aplicim S, obtinem S(A"+2) = 0.
Prin inductie rezultd S(A"T*) =0,V k € N.

c) Fie z1,29,...,2p e Rcuaxy + 29+ -+, =035
x1
T
X=|"]|#o0.
In

Definim A = X - X! si avem
S(A) = (v1+z9+ - +2,)* =0

A2=X X' X - X'=@?+23+-- +22)- Adeci S(A*) =0
AF = (22 + 23+ -+ 22)* . A deci S(AF) =0, ke N*.
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Problema 3 Clasa a XII-a

Pentru a > 0 definim sirul (z,),>1 prin relatia de recurenta:

2
Tpy1 =a+axy Ty ... po1 +(@1 22 xp1)", V> 2
cuxy=1,20=1+a.

a) Sa se arate ca Tpi1 = x% —axy+a,Vn>2
b) Sa se arate ca

L
. a
Jm ) =alat D)

Ty,

Solutie. a) Prin inductie din exprimarea

Tpy1=a+x1 - Ta ... Tp_1(a+x1 22 ... Tp_1),
demonstram recurenta

P,: xzpn=a+x1-29...-Tp_1, VN >2

siapoidin 1 -x2-... Tp_1 = Ty — a si din P, rezulta

2
Tyl = a+ (T — a)zy, = x5 — axy + a.

b) Din zy,+1 — a = (z, — a)x, rezulta

1 1 1 1 a
= = - — = =
(xn — @)y,  Tpt1—a Tp—a Tp  Tprl—aQ
1 a 1 a” a™t! a”
J— —_ i R
Tp—a Tpi1—a  Tp Tp —aQ

Adunam relatiile pentru n : 2,3, ...

n n
a a1 ok ) a1 ok
- = E — & a” - = E —
To—a T —a T T —a T
2 n+1 =2 k n+1 =2 k
sau
n
ak ) n+1
g —=a" +a—
T T —a
k=1 k n+1
. . . ¢ —2
Din 41 > axy - 22 - ... xp—1 prin inductie, rezulta ca z,, > a®"
an+1

lim — =0,
deci

n
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Problema 4 Clasa a XII-a

Fiea € (0,1) un numéarrealsia =0, a;-a2...ay...,cuay,ag,...,a,, - - € {0,1,...,9}
reprezentarea sa zecimala.
a) Sa se arate ca pentru orice € (0,1) exista si este finita limita:

lim (a;z + asx® + -+ anz™).
n—oo

b) Dac notam f,(z) = lim (a1 +az?+- - +ana™), z € (0,1), si se arate ca functia
n—oo
fa : (0,1) — R este functie rationald daca gi numai dacd numéarul a este numar rational.

P(z)
Oy 1 @ € ZIX)).

(Functia f, este rationald daca f,(z) =

Vasile Pop

n
Solutie. a) Pentru orice z € (0,1) sirul A4,(z) = Zakxk este crescator, marginit

k=1
inferior de 0 si

" 9z

n 1_
<9» aF=
Ap(z) <9)» = 9561_

x T 1—2a’
k=1

. C : VRV 9z .
deci el este marginit gi superior. Rezulta ca exista lim A,(z) < T o pentru orice x €
n—oo B
(0,1).
b) Numarul a este rational daca si numai daca sirul (a,)n>1 este sir periodic. Daca
ap = Gp4p, Pentru orice n > ng atunci:

Angtnp() = a1 + aox?® + -+ + Ao x™ + 2™ R(z) + n" P R(x) + - - +

gt =UP R ()
11—

1—aP

i

= S(x) + 2" R(x)

unde
R(.’B) = Gng+17T + an0+2$2 + -+ an0+pxp € Z[X]

Conform lui a) putem trece la limita cu n — oo si obtinem:

2 R(x) P(x)

falz) = S(x) + 1_ 2P = Q($)7 cu P,Q € Z[X],
deci f, este functie rationala.
Invers: dacd f, : (0,1) = R, fo(z) = gg;,x € (0,1) cu P,Q € Z[X] atunci f, <110> —

*(x)

1
€ Q, dar f, (10> = a, deci a € Q.
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